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=P~L Introduction

= Systemes continus
= 8Me ordre - cordes, barres
= Séparation de variables

= 4eme ordre - poutres
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Chapitre 15: Systemes Continus

2¢me Ordre




=PFL Systemes continus - 2eme ordre
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Caractéristiques des systemes vibratoires

continus du deuxieme ordre

leurs masses sont réparties et
déformables;

leurs €éléments élastiques et dissipatifs
sont continus et généralement 1iés aux
propriétés constitutives des masses;

1ls possedent un nombre infini de degrés
de libert€ et, par conséquent, de
fréquences propres;

I’étude analytique de leur comportement
vibratoire n’est possible que pour des
configurations tres simples;

["analyse des systémes de la pratique
requiert le recours a des méthodes
numeériques de résolution.

Equation dittérentielle régissant le comportement
vibratoire de systemes continus simples du
deuxieme ordre — Equation d’onde de d’Alembert

d%y

dt2 Ox?2

y(x, t) fonction vibratoire

X
[
a

variable géométrique [m]
temps [s]
célérité de I’onde [m|s]



=PFL . Vibrations latérales des cordes

Hypotheses adoptées pour 1’étude des vibrations
latérales des cordes

- la masse de la corde par unité de
longueur u, est constante et concentrée
sur la ligne moyenne y(x,1);

+ les déplacements latéraux sont
suffisamment petits pour que la tension
T reste, au premier ordre, constante;

les déplacements se produisent dans un
plan.
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=PFL l. Vibrations latérales des cordes
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dx

o S

Ecriture de la loi de Newton — Equilibre d’un €lé-
ment dm de corde par projection verticale des forces

2
dmay =T(a+da)-Ta

ot?
0%y dy = 0%y Byj
x 2 =7 DL g - X
R (ax e T

T tension dans la corde
1, masse par unit€ de longueur

Equation d’onde de d’Alembert relative aux
vibrations latérales d’une corde

d2y T 0d%y

o2 W, ox2




=PFL Il. Vibrations longitudinales des barres

Expression des forces élastiques P et P+dP sur
les faces d’un élément dm de barre en vibrations

longitudinales
Ii 2!
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=PFL Il. Vibrations longitudinales des barres
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Ecriture de la loi de Newton — Equilibre des
forces appliquées a un élément dm de barre

2
dmot — piydp-p
01?2
2 02 02u
u
Adg—— = EA——d»
@ P o2 0x2
i << ]

Equation d’onde de d’Alembert relative aux
vibrations longitudinales d’une barre

0’u  E 02u

o2 0 Ox2




£PFL Resolution par separation des variables

Recherche de solutions de 1’équation de d’ Alembert
par séparation des variables

%y _ ,9%
or2  0Ox2
v(x,t) =V(x)-U(t) (15.20)

Ecriture de 1’équation de d’Alembert en fonction  Résolution indépendante des deux membres de

des nouvelles variables I’équation de d’ Alembert écrite en fonction des
nouvelles variables
U_ae¥  asan i Vv
U V — = g* == =12 .

U %
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£PFL Resolution par separation des variables

Résolution du membre temporel de 1’équation de Résolution du membre sparial de I’équation de
d’ Alembert d’ Alembert
y . V7 0k
g:—aﬂ — U+ w2lU =0 a? :—-a),% — V7”4 LV =0
U n n V a2
Un (f) = An COs W, I + Bn SIn w,1 (1522) Vn (X) = Cn COS &, x + Dn SIn &, x (1524)
avec

a)n
&, = (15.23)
a
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£PFL Resolution par separation des variables

Solution particuliere de I’équation d’onde de , Solution génér. alg de l’équatiop d’onde de
2 Afepislsest d’Alembert — Sommation des solutions particuliéres

Vu(x,t) = (Cn cos &, x + D, sin anx) y(x,1) =Y (Cn cos &, x + D, sin (x,,,x)
n=1

(A, cosw,r + B, sinw,t) (15.25)
(A, cosw,t + B, sinw,t) (15.26)

aveC

a)l’l
o = (15.23)

n
d
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£PFL Resolution par separation des variables
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Commentaires sur la solution générale de

I’équation d'onde de d’ Alembert

les conditions initiales permettent de
déterminer 1I’amplitude générale et la
phase du mouvement en régime libre,
mais sont sont peu utilisées en pratique:;

2

les conditions aux limites permettent de
fixer les caractéristiques principales du
comportement statique et dynamique du
systéeme;

les conditions aux limites imposées a la
solution dynamique doivent étre
homogenes, car la forme de cette
solution s’annule périodiquement;

la partie non homogene des conditions
aux limites est satisfaite par une
déformée statique que I’on superpose a la
solution vibratoire;



=PFL l. Vibrations latérales des cordes

(Cn cosa,x + D, sin Ocnx) - (A,l cos w,t + B, sin a)nt) (15.25)

Ya(X,1)

Conditions aux limites d’une corde vibrante de
longueur 7 en régime libre

v(0,2) =0 y(£,1) =0

= D, sina /=0
=  C,cos(0)+ D, sin(0) = 0

=  smao,l =0
= C, =0

= a,lt=nmt =

Extraction des pulsations propres de la corde
vibrante
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_— = 0, = o.u aveC a = |—

n



=PFL l. Vibrations latérales des cordes

v, (x,1) = (Cn cos &, x + D, sin Ocnx) - (A,l cos w,t + B, sin a)nt) (13.23)

Pulsations harmoniques de la corde vibrante,
liées aux solutions harmoniques

aIZ—T-_’/lzZ

. (n=1,2,..)
o, = 2K (1
L ¢\ iy

Solution générale de I’équation d'onde relative a
la corde vibrante (D, = 1)

oo

v(x,t) = v, (x,1)

=]
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2 Y sinnox - cos(n Wt — (Dn) (15.30)
n=1



=PFL l. Vibrations latérales des cordes
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=PFL |l. Vibrations de barres a extrémités libres
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Dérivation de la déformation d’une section de la
barre

Jdu
ox

= i x, (—Cn sin &, x + D, cos (x,,,x)

fi=]

e(x,t) =

- (A, cosw,t + B, sinw,)

Conditions aux limites d’une barre libre en ses
extrémités — Contrainte et allongement relatit
nulsenx=0etx ="/

= £(0,1) = = D =
e(l,t) = =% Kk l=nm
nm
- YT



=PFL |l. Vibrations de barres a extrémités libres

Dérivation de la déformation d’une section de la

barre
u
E\X,1) = —
5 (%.1) 0x
- oo
© :
= = z o, (—Cn sin &, x + D, cos Oc,,x)
(,D =]
S : (An cos w,t + B, sin wnt)
=
Q Extraction des pulsations propres de la barre
& Conditions aux limites d’une barre libre en ses libre-libre
O p .. . .
© extrémités — Contrainte et allongement relatif
QO
S nulsenx=0etx ="/ W,
e >eA=Uets a, =—L = o =aua
g a
C
S £(0,t) =0 = D =90 o
> / E
e(,t) =0 = oal=nnm avec a = ,|—
nim \p
- =T



=PFL |l. Vibrations de barres a extrémités libres

Conditions aux limites d’une barre libre en ses

extrémités — Contrainte et allongement relatif Solution générale de I’équation d'onde relative a
nulsen x=0etx =70 la barre libre-libre (C, = 1)
E{D;t] = = D, =0 =
u(x,t) = Y u, (x,t

e(l,t) = = al=nm El n(5:0)

= a, =" -
v = ) cosnax
n=1
Extraction des pulsations propres de la barre ’ (An cosnwt + B, cosnwt ) (19333}

libre-libre -
= D U, cosnax-cos(nwt — ¢,) (15.34)
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0, -
s n _ n=1
o, = . =5 @, = & 0
i (%, 1) mode propre de rang n
/72_ U, cosn o;x forme propre de rang n
avec a = . |—



=PFL |l. Vibrations de barres a extrémités libres
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Chapitre 16: Systemes Continus

4¢me Ordre




=PFL Poutres droites

Meécanique Vibratoire - SGM Bab - G. Villanueva

Hypotheses adoptées pour I’étude des vibrations
de flexion des poutres droites — Théorie de
Bernoulli-Euler des poutres droites

. ]’axe neutre x de la poutre est une droite;

» la poutre vibre latéralement dans le plan
xy (vibrations coplanaires);

+ les axes y et z sont principaux d’inertie;

- D’inertie de rotation des sections droites de
la poutre est négligée;

« une section droite avant déformation reste
droite aprés déformation (hypothese de
Bernoulli — effet du cisaillement négligé).

NN\
%
|




=PFL Poutres droites
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Expression des efforts tranchants Q et Q+dQ aux
extrémités d’un élément dm de poutre

oM
_ oM,
¢ ox
0+d0 = aMf N 82Mf 4
 Ox 0x2

M + moment de flexion

- S%temes

7N O oL




=PFL Poutres droites
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v A "
N X, 1 Q +dQ
YF, y(x, 1)
Ecriture de 1a loi de Newton — Equilibre d’un €l¢é- Y, - L
ment dm de poutre par projection des forces selon ¥ e M +dM,
I’axe y (référentiel droit) dlon U iy |
02y
dm* = = ~(Q+dQ) + Q C
02 oM 8 M, BM
072 I ) ox Equation différentielle relative aux vibrations de
flexion d’une poutre
y déplacement transversal
1 masse par unité de longueur 82 0°M

Lorz T T ox2 (16.1)




=PFL Poutres droites

; Lien entre le rayon de courbure p de la poutre et
r\ F, % x + dx le moment de flexion M; (référentiel droit)
/ > A —>
~ 2 .

. $(x, 1) Q +dQ 1.9 M
g YF, | 0 Ox? El
= M - M, +dM, E  module d’élasticité
i dm =, dx | I moment d’inertie de la section
S par rapport a I’axe z
=
% Q
o
& Equation différentielle relative aux vibrations de
> flexion d’une poutre Equation différentielle régissant les vibrations
3 latérales d’une poutre de section constante
5 02y 0°M
= 78 2 o (16.1) 92y EI 34y

— = 16.2
0t2 Uy ox4 (16:2)
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=PFL Séparation de variables

9%y EI 9%y
ot2 Uy ox4

Résolution du membre remporel de 1I’équation
différentielle

U 3
z]—z—w,% = U+w?U-=0

Ecriture de I’équation diﬁ”éreqtielle en fonction U,(t)=A cosw,t+ B, sinw,t (16.5)
des nouvelles variables

U EI VTV
— = - (16.4)
U u, Vv
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=PFL Séparation de variables

Wl o4 (16.2) Résolution du membre spatial de 1’€quation
: f oy oX différentielle
S y(x,t)=V(x)-U(t) (16.3) g
(>5' ( ) () _Elv1 et Vlv__wzl_‘l_v:o
. Ecriture de I’ équation différentielle en fonction u v | " EI
0 des nouvelles variabl
(25 = Vn. ()C) = Cnl e%nt + CnZ e~ “n*
i 0 EI vV . +Ccosax+Cysina,x  (16.7)
5 U u, v (16.4)
= avec
g a =402l (16.6)
= | El
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=PFL Séparation de variables

Solution générale de 1’équation différentielle par
sommation des solutions particulieres

y(x,t) = 2 (An cos w,t + B, sin a)nt)
n=1
' (Cnl e%n¥ + Cn2 e~ %n?
+C, ycosa,x + C,, sIn anx)

(16.3)
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=PFL Conditions de Borde
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appui simple

encastrement parfait
y =70
y' =0
7
7
/!

\

extrémité libre

Mf = O — y” — O
Q _ O - y/// -0
/
encastrement partiel élastique
y =0
M _ _kyf — y// _ _k*y
El




